(MC1) Interrogation 4 : Suites

Exercice 1 (Cours)

Soit (un)nen une suite a valeurs dans R. Soit [ € R.

(~ 1 point)
1) Ecrire & 'aide de quantificateurs la propriété suivante : u, ——+——> —00.
n—-+0oo
2) Ecrire a I’aide de quantificateurs la propriété suivante : u, —+> l.
n—-+0o0
Exercice 2 (~ 4 points)
Indiquer si les propositions suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant.

1) La suite (z,)nen définie par zg = 1 et la récurrence z,+1 = (1 4 i)z, converge vers 0.

2) Si u est une suite bornée, alors u converge.

2 _ .3
3) La suite (up)nen définie par u, = % converge vers 0.
n(n

4) Si u est une suite convergente, alors u est monotone.

Exercice 3

(~ 5 points)
U

On consideére la suite (u,)pen définie par ug = 1 et la récurrence uy, 1 = — 4+ 1 pour tout n € N.

1) Montrer que pour tout n € N, on a u, < 2.

2) Montrer que la suite (uy,)pen est croissante.

3) La suite (upn)nen est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa limite.



(MC1) Interrogation 4 : Suites

Correction

Exercice 1 (Cours)

Soit (un)nen une suite & valeurs dans R. Soit [ € R.

1) Ecrire a 'aide de quantificateurs la propriété suivante : u,, —+> —00.
n——+0oo

VAeR,IN € N,Vn > N, u, < A ou de maniére équivalente, VA > 0,dN € N,Vn > N,u,, < —A
2) Ecrire a I'aide de quantificateurs la propriété suivante : u, —+> l.

n—-+0oo
Ve >0,dN e N,Vn > N, |u, — 1| < ¢

Exercice 2

Indiquer si les propositions suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant.

1) La suite (z,)nen définie par zp = 1 et la récurrence 2,41 = (1 4 4)z, converge vers 0.
Rappel : une suite géométrique de raison ¢ converge ssi |q| < 1.
FAUX. (2,)nen est une suite géométrique de raison 1 +4. Or |1 4+ i| = V12 +12 = /2 > 1, donc la

suite (z,) diverge.

2) Si u est une suite bornée, alors u converge.
FAUX. La suite définie par u,, = (—1)" pour tout n € N est bornée (Ju,| < 1) mais u diverge.
n? —n3

In(n)

Méthode : puisqu’il y a une forme indéterminée au numérateur, on factorise par le terme dominant n3.

3) La suite (up)nen définie par u, = converge vers 0.

n3 1
FAUX. Pour tout n € Nyup, = —— [ ——1.

In(n) \ n
. n3 1
D’une part, par croissances comparées, —— —— +oo. D’autre part, | — — 1] ——— —1.
n

In(n) n—+oo n— 00

Donc par produit, u,, ——— —0o0
n——+00

4) Si u est une suite convergente, alors u est monotone.
(=1
n

FAUX. Considérons la suite (uy)nen+ définie par u,, = " . Par encadrement, puisque 0 < |u,| < 1w

converge vers (. Mais v n’est pas monotone, car pour tout k > 1, ugx, > 0 et pour tout & > 0, ugg1 < 0.

Exercice 3

Cqs . Lo . U
On considére la suite (uy,)pen définie par ug = 1 et la récurrence w1 = ?n + 1 pour tout n € N.

1) Montrer que pour tout n € N, on a u, < 2.
Montrons par récurrence que pour tout n € N, u,, < 2.
Initialisation : ug = 1 < 2 donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : Supposons la propriété vraie pour un rang n € N fixé, et montrons la au rang n + 1.



2
Upi1= 1< 41 =141=2
2 2
Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : Par récurrence, on a donc u,, < 2 pour tout n € N.

2) Montrer que la suite (uy,)nen est croissante.
Soit n € N.

2
un+1—un:%+1—un:—%+1>—§+1:—1+1:0

Donc u est croissante.

3) La suite (up)nen est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa limite.
D’aprés 1), u est majorée. D’aprés 2), u est croissante. Donc d’aprés le théoréme de convergence
monotone, u converge vers une limite [ € R. En passant & la limite dans la relation de récurrence, on

obtient [ = % +1,doul=2.



