(MC1) Interrogation 5 : Fonctions, limites et continuité

Exercice 1 (Cours)

1) Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles.

Ecrire avec des quantificateurs la propriété suivante : u, = o0 (vy).
n—-+o0o

Q)Soientf:Df—ﬂR,onR,leR.

Ecrire avec des quantificateurs la propriété suivante : lim f(x) = I.
Tr—TQ

Exercice 2

(1 point)

(0.5 point)

(0.5 point)

(6 points)

Soit n € N*. Déterminer les limites suivantes lorsqu’elles existent, ou prouver qu’elles n’existent pas.

cos(z)

1) lim
r— 400 X

2) xk&loo x cos(x)

3) lim (e™® —22)

T—>+00

4) lim Z(l + )

r—1

Exercice 3

Déterminer le domaine de définition naturel des fonctions suivantes.
1) f:x—+/2—In(x)

In(4 — x?)

2)g:x—
x

Exercice 4

Les fonctions suivantes sont elles prolongeables par continuité en 07 Justifier.

1) f:rzeR* —

]

2) gz €RY — 2+ 22In(z)

(1 point)
(2 points)
(1 point)

(2 points)

(2 points)

(1 point)

(1 point)

(2 points)

(1 point)

(1 point)



(MC1) Interrogation 5 : Fonctions, limites et continuité

Correction

Exercice 1 (Cours) (1 point)
1) Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles. (0.5 point)

Ecrire avec des quantificateurs la propriété suivante : u, = 0+ (vp)-

n—-+0oo

Ve > 0,IN € N,Vn > N, |u,| < elvy].
2) Soient f: Dy = R, z9 € R, I € R. (0.5 point)

Ecrire avec des quantificateurs la propriété suivante : lim f(x) = I.

Tr—x0

Ve >0,3a >0,V € [xg —a,z0 + o] N Dy, |f(x) — | <e.

Exercice 2 (6 points)

Déterminer les limites suivantes lorsqu’elles existent, ou prouver qu’elles n’existent pas.

cos(x)

1) zgrfoo . (1 point)
cos(z) 1 1 ) cos(z)
Pour tout x > 0, < — et — ——— 0 donc par encadrement, lim = 0.
xT T Tr xT—>+oo —+00 T
2) lim xcos(x) (2 points)

T—>—+00

Méthode : pour montrer quune fonction f n’admet pas de limite en 29 € R U {£o0}, on utilise la
caractérisation séquentielle de la limite. Il suffit de trouver deux suites (up )nen, (Un)nen qui convergent
toutes les deux vers zp, mais telles que les suites (f(un))nen et (f(un))neny n’admettent pas la méme

limite.

Idée : La fonction x +— cos(z) oscille entre des valeurs positives et négatives, donc on devine que
x +— xcos(x) n'admet pas de limite quand z — +00. On va construire deux suites qui tendent vers

+00 mais dont les images par x — z cos(z) n’ont pas la méme limite.

Montrons que x +— zcos(z) n'admet pas de limite quand x — +oo en utilisant la caractérisation
séquentielle de la limite.

T
Posons pour tout n € N, u,, = 2nm et v, = 2nw + 3 On a alors pour tout n € N :

Up, COS(un) = 2nm COS(Q'I’LT{‘) =2nm X 1 =2nm n— 00 400

vy, cos(vy) = <2n7r + g) cos <2n7r + g) = (2n7r + g) cos (g) = (2n7r + g) x0=0

Or u, — 400 et v, — +0c.
n—-4o0o n—+400o

Donc par caractérisation séquentielle de la limite, x +— z cos(z) n’admet pas de limite quand z — +o0



3) lim (e " —2z) (1 point)

x—+00

lim e =0et lim —2z = —oo donc par somme, lim (6_93 — 2:/5) = —

T—+00 T—r+00 T—+00
n

T .

) xh_r}xll Z (1+x) (2 points)

k=0

n
Y (lta)=mn+1)1+2) — (n+1)(1+1) =2n+1)
=0 T—

n
Donc Ilgnl Z (14+2z)=2(n+1)
k=0

Exercice 3 (2 points)

Déterminer le domaine de définition naturel des fonctions suivantes.

1) f:x—+/2—In(x) (1 point)
f est bien définie en = € R si et seulement si x > 0 et 2 — In(x) > 0.

Or2—In(z) >0 < 2>In(z) < €*>z.

Donc finalement Dy =10, e?].

In(4 — 22
2)g:x— In(4 —a7) (1 point)
x
g est bien définie en = € R si et seulement si x # 0 et 4 — 22 > 0.
Ord—22>0 < 4>2? & r€]-2,2
Donc finalement D, =| —2,0[{U]0, 2.
Exercice 4 (2 points)

Les fonctions suivantes sont elles prolongeables par continuité en 07 Justifier.

Rappel : f: Dy — R est prolongeable par continuité en xo ¢ Dy si et seulement si f admet une limite

réelle en z.

1
1) frzeR*— — (1 point)

]

1
lim — = +oo donc f n’admet pas de limite finie en 0.
m%0|x

Donc f n’est pas prolongeable par continuité en 0.
2) gz €RY — 2+ 221n(z) (1 point)

Par croissances comparées, lin%) (z%1In(zx)) = 0.
70
Donc lim g(z) = lim (2 + 2% In(z)) =2+ 0=2 € R.
x—0 z—0
x>0 >0

Donc g est prolongeable par continuité en 0.



